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Note: i) Answer any five questions.

िकɎी पाँच Ůʲों को हल कीिजए।

ii) All questions carry equal marks.

सभी Ůʲों के समान अंक है।

iii) In case of any doubt or dispute the English version question should

be treated as final.

िकसी भी Ůकार के संदेह अथवा िववाद की İˑिथ मœ अŤेंजी भाषा के Ůʲ

को अंितम माना जायेगा।

1. a) Prove: Let V be a vector space and W be a subspace of V. Then the

map η:V → V / W defined by η(x) = x + W, x∈V, is a linear

transformation.

िसȠ करŐ : मान लŐ िक V एक सिदश समिʼ है और W, V का उपसमिʼ है। तब

मानिचũ η : V → V / W जो η(x) = x + W, x ∈ V Ȫारा पįरभािषत है, एक

रİैखक पįरवतŊन है।

b) Prove that, if V₀ is a subspace of a vector space V, then there exists a

subspace V₁ of V such that V = V₀ + V₁ and V₀ ∩ V₁ = {0}.

िसȠ कीिजए िक, यिद V₀ एक सिदश समिʼ V का उपसमिʼ है, तो V का

एक उपसमिʼ V₁ िवȨमान है जैसा िक V = V₀ + V₁ तथा V₀ ∩ V₁ = {0}।
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2. a) Find two linear operators T and U on R² such that TU = 0 but UT ≠ 0.

R² पर दो रैİखक ऑपरेटर T और U ǒात कीिजए िजसके िलए TU = 0 परंतु

UT≠ 0 हो।

b) Find the characteristic polynomial and the minimal polynomial for the

matrix:

मैिटŌƛ के िलए िवशेषता बŠपद और Ɋूनतम बŠपद खोजŐ।

3. a) If T be the linear operator on R³ which is represented in the standard

basis by the matrix

Prove that T is diagonalizable. Find the diagonalizable matrix P that

PAP⁻¹ is diagonal.

यिद T, R³ पर एक रैİखक ऑपरेटर है िजसे मानक बेिसस Ȫारा एक मैिटŌƛ

Ȫारा Ůितिनिधत िकया जाता है,

तो िसȠ करŐ िक T डायगोनलाइजेबल है। डायगोनलाइजेबल मैिटŌƛ P को खोजŐ

िजसके िलए PAP⁻ ¹ डायगोनल हो।
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b) Given a 2 × 2 matrix :

Use the Cayley-Hamilton theorem to calculate B² − 9B + 14 and

verify that it results in the zero matrix.

2 × 2 मैिटŌƛ िदया गया है :

B² − 9B + 14 की गणना करने के िलए केली-हैिमʐन Ůमेय का उपयोग करŐ

और सȑािपत करŐ िक इसका पįरणाम शूɊ मैिटŌƛ है।

4. a) Let D be a symmetric matrix given by:

Find the eigenvalues and eigenvectors of D.

मान लीिजए D एक समिमत मैिटŌƛ है जो िदया गया है:

D के इगनवैʞूज़ और इगनवैƃसŊ का पता लगाइए।

b) What are the essential properties of inner product spaces? Provide an

example of a vector space that satisfies these properties.

आंतįरक गुणनफल समिʼ के आवʴक गुण Ɛा हœ? एक सिदश समिʼ का एक

उदाहरण Ůदान करŐ, जो इन गुणों को संतुʼ करता है।
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5. a) Consider the matrix A given by:

i) Find the Jordan canonical form of the matrix A.

ii) Determine the corresponding Jordan basis.

मैिटŌƛ A पर िवचार करŐ जो िनɻ Ůकार िदया गया है:

i) मैिटŌƛ A का जॉडŊन केनॉिनकल ŝप ǒात करŐ।

ii) संबंिधत जॉडŊन आधार िनधाŊįरत करŐ।

b) Show that the set of all continuous functions on the interval [0, 1]

equipped with the inner product ⟨ f, g⟩ =∫₀¹f(x)g(x)dx forms an inner

product space. Justify that this definition meets the properties of an

inner product.

दशाŊइए िक अȶराल [0, 1] पर सभी सतत फलनों का समुǄय, जो आंतįरक

गुणनफल ⟨ f, g⟩ =∫₀ ¹ f(x) g(x) dx से सुसİǍत है, एक आंतįरक गुणनफल

समिʼ बनाता है। ˙ʼ करŐ िक यह पįरभाषा आंतįरक गुणनफल के गुणों को

िकस Ůकार पूरा करती है।

6. a) Let V be the space of n × n matrices over a field F, and let A be a fixed

n × n matrix over F. Define a linear operator T on V by T(B) = AB −

BA. Prove that if A is a nilpotent matrix, then T is a nilpotent operator.
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मान लीिजए िक V, Ɨेũ F पर n × n आयामी मैिटŌƛ का एक ˙ेस है, और A Ɨेũ F पर

एक िनिʮत n × n मैिटŌƛ है। T(B) = AB − BA Ȫारा V पर एक रैİखक ऑपरेटर T

पįरभािषत करŐ। िसȠ करŐ िक यिद A एक िनलपोटŐट मैिटŌƛ है, तो T एक िनलपोटŐट

ऑपरेटर है।

b) Let C be a 5 × 5 matrix with characteristic polynomial (t − 1)(t − 2)² (t

− 3)². Determine the possible Jordan canonical forms of C.

मान लीिजए C एक 5 × 5 मैिटŌƛ है िजसमŐ िवशेषता बŠपद (t − 1)(t − 2)² (t − 3)²

है। C के संभािवत जॉडŊन िविहत ŝपों का िनधाŊरण करŐ।

7. a) Let T : C³ → C³ be a linear transformation with the matrix

representation:

Determine whether T is Hermitian.

मान लीिजए T : C³→ C³ मैिटŌƛ Ůितिनिधȕ के साथ एक रैİखक पįरवतŊन है:

िनधाŊįरत करŐ िक Ɛा T हिमŊिटयन है।

b) Suppose T : C² → C² is a linear transformation with the matrix

representation

Determine whether T is unitary or not.
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मान लीिजए T : C²→ C² मैिटŌƛ Ůितिनिधȕ के साथ एक रİैखक पįरवतŊन है:

िनधाŊįरत करŐ िक T एकाȏक है या नहीं।

8. Write short note on any two :

a) Direct sum decompositions

b) Unitary and normal linear transformation

c) Annihilator of a subspace

िकɎीं दो पर संिƗɑ िटɔणी िलİखए।

अ) ŮȑƗ योग अपघटन

ब) एकाȏकऔर सामाɊ रİैखक पįरवतŊन

स) एक उप̾थान का समिʼघातक

******


