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Note: i) Answer any five questions.

िकɎी पाँच Ůʲों को हल कीिजए।

ii) All questions carry equal marks.

सभी Ůʲों के समान अंक है।

iii) In case of any doubt or dispute the English version question should

be treated as final.

िकसी भी Ůकार के संदेह अथवा िववाद की İˑिथ मœ अŤेंजी भाषा के Ůʲ

को अंितम माना जायेगा।

1. a) Let U₁, U₂ and U₃ be subspaces of a vector space V. Prove that

U₁ ∩ (U₂ + (U₁ ∩ U₃)) = (U₁ ∩ U₂) + (U₁ ∩ U₃)

मान लीिजए U₁, U₂ और U₃ एक सिदश समिʼ V के उपसमुǄय हœ। िसȠ

कीिजए िक

U₁∩ (U₂ + (U₁∩ U₃)) = (U₁∩ U₂) + (U₁∩ U₃)

b) Let V be a vector space. Show that dim(V) = n ≥ 1 if and only if there

exist one-dimensional subspaces U₁, ..., Uₙ such that V = U₁ ⊕ ... ⊕

Uₙ.

मान लीिजए V एक सिदश समिʼ है। िदखाइए िक dim(V) = n ≥ 1 यिद और केवल

यिद एक-आयामी उप̾थान U₁, ..., Uₙ मौजूद है, ऐसे िक V = U₁⊕ ...⊕ Uₙ।
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2. a) Let V be a vector space over a field F and T : V → V be a linear

transformation. Define the annihilator of a subspace W of V as

W° = { f∈ V* | f(w) = 0 for all w∈W },

where V* is the dual space of V. Prove that W° is a subspace of V* and

determine its dimension in terms of the dimension of V and W.

मान लीिजए िक V एक सिदश समिʼ है F पर और T : V → V एक रैİखक

पįरवतŊन है। V के उप-समिʼ W के समǄुयक को इस Ůकार पįरभािषत िकया

जाता है

W° = { f∈ V* | f(w) = 0 for all w∈W },

जहाँ V*, V का Ȫैत समिʼ है। िसȠ करŐ िक W°, V* का उप-समिʼ है और

इसके आयाम को V और W के आयामों के सȽभŊ मŐ िनधाŊįरत कीिजए।

b) Let A be the 4 × 4 real matrix

Show that the characteristic polynomial for A is x²(x − 1)² and that is

also the minimal polynomial.

मान लीिजए A, 4 × 4 वाˑिवक मैिटŌƛ है

िदखाइये िक A के िलये अिभलाƗिणक बŠपद x²(x − 1)² है और वह Ɋूनतम

बŠपद भी है।

3. a) Let W be an invariant subspace for linear operator T. Prove that the

minimal Polynomial for the restriction operator Tw divides the

minimal polynomial for T, without referring to matrices.
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मान लीिजए W, रİेखक ऑपरेटर T के िलए एक अपįरवतŊनीय उप̾थान है।

िसȠ कीिजए िक Ůितबंध ऑपरेटर Tw के िलए Ɋूनतम बŠपद, मैिटŌƛ को

संदभŊ लीए िबना, T के िलए Ɋूनतम बŠपद को िवभािजत करता है।

b) For the matrix A:

Verify Cayley-Hamilton theorem by finding its characteristic

polynomial and substituting the matrix into it.

मैिटŌƛ A के िलए

केली-हैिमʐन Ůमेय का सȑापन इसके अिभलाƗिणक बŠपद को ǒात करके

तथा इसमŐ मैिटŌƛ Ůित̾थािपत करके करŐ।

4. a) Consider the matrix A:

Find the Jordan canonical form of the matrix A and the

corresponding Jordan basis.

मैिटŌƛ A पर िवचार करŐ

मैिटŌƛ A का जॉडŊन कैनोिनकल फॉमŊ और संगत जॉडŊन आधार ǒात करŐ।
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b) Let V be an inner product space, and let α and β be vectors in V.

Show that α = β if and only if ⟨ α | γ⟨ = ⟨ β| γ⟨ for every γ in V.

मान लŐ िक V एक आंतįरक गुणनफल ̾थान (inner product space) है और α

और β V मŐ सिदश (vectors) हœ। िसȠ करŐ िक α = β तब और केवल तब

होता है जब V मŐ हर γ के िलए ⟨ α | γ⟩ = ⟨ β | γ⟩ हो।

5. a) Consider a matrix A given by:

i) Find the eigen values and corresponding eigen vectors of A.

ii) Determine the invariant subspaces corresponding to each distinct

eigen value.

िदए गए मैिटŌƛ A पर िवचार करŐ

i) A के आइगेन वैʞूज और संबंिधत आइगेन वƃेर का पता लगाएं।

ii) Ůȑेक अलग आइगेन वैʞूज के अनुŝप अपįरवतŊनीय उप̾थानों का

िनधाŊरण करŐ।

b) Given that the set {(1, 0, 0) (0, 2, 1) (2, 0, 1)} is a basis of R³. If T :

R³ → R³ is a linear transformation such that T(1, 0, 0) = (0, 0, 1),

T(0, 2, 1) = (1, 2, 0) and T(2, 0, 1) = (1, 1, 1). Find T(2, −3, 4).

िदया गया है िक सेट {(1, 0, 0) (0, 2, 1) (2, 0, 1)}, R³ का आधार है। यिद T : R³

→ R³ एक रİैखक पįरवतŊन है जैसे िक T(1, 0, 0) = (0, 0, 1), T(0, 2, 1) = (1, 2,

0) और T(2, 0, 1) = (1, 1, 1)। T(2, −3, 4) ǒात कीिजए।

6. a) If V is the space of all polynomials of degree less than or equal to n

over a field F, prove that the differentiation operator on V is

nilpotent.
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यिद V एक Ɨेũ F पर िडŤी n से कम या उसके बराबर सभी पॉलीनोिमयलो का ̾थान है,

तो िसȠ करŐ िक V पर िवभेदन ऑपरेटर शूɊघाितक है।

b) Consider a 2 × 2 matrix G with characteristic polynomial (t + 1)²(t − 2)

and minimal polynomial (t + 1)(t − 2). Determine the primary

decomposition of R² with respect to G.

अिभलाƗिणक बŠपद (t + 1)²(t − 2) और Ɋूनतम बŠपद (t + 1)(t − 2) के साथ 2 ×

2 मैिटŌƛ G पर िवचार करŐ। G के सापƗे R² का Ůाथिमक अपघटन िनधाŊįरत करŐ।

7. a) Let A, B ∈ O(n), the orthogonal group of real n × n matrices. Define

the bilinear form as:

B(A, B) = tr (AᵀB)

Verify if B preserves the group structure of O(n).

मान लŐ A, B∈ O(n), वाˑिवक n × n मैिटŌƛ के ऑथŖगोनल समूह हœ। िȪरेखीय ŝप

को िनɻिलİखत ŝप से पįरभािषत करŐ:

B(A, B) = tr (AᵀB)

सȑािपत करŐ िक Ɛा B, O(n) की समूह संरचना को संरिƗत करता है।

b) Write a detail note on skew symmetric bilinear forms.

ितरछे समिमत िȪरेखीय ŝपों पर एक िवˑृत नोट िलखŐ।

8. Write short note on any two :

a) Cayley-Hamilton theorem

b) Primary decomposition theorem

c) Invariant subspaces

िकɎीं दो पर संिƗɑ िटɔणी िलİखए।

अ) केली–हैिमʐन Ůमेय

ब) Ůाथिमक अपघटन Ůमेय

स) अपįरवतŊनीय उप̾थान

******


